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Aplicatii ale integralei definite

Aria unei suprafete plane

e Daci f:[a, b] — [0,o) este o functie continud, atunci multimea
={(xy)|a<x<b0<y<f(x)}

se numeste subgraficul lui f (este multimea punctelor din plan, cuprinse intre graficul lui f,
axa Ox si dreptele x = a,x = b).

A = aria (I}) = f:f(x)dx.

e Daca f:[a, b] - R este o functie continud, care pe intervalul [a, b] ia atét valori pozitive,
cat si negative, atunci aria suprafetei plane determinate de graficul functiei, axa Ox si
dreptele x = a,x = b) este

A=aria(l;) = [, | f0)|dx

si pentru calculul integralei se expliciteaza | f(x)| pentru x € [a, b].

Volumul unui corp de rotatie

e Daci f:[a, b] - [0,o) este o functie continud, atunci multimea

Cr = {(x,y,z) € R3|,/y2 +2z2 < f(x),a<x< b}

se numeste corpul de rotatie determinat de functia f (corpul obtinut prin rotirea
subgraficului functiei in jurul axei Ox cu 360°).

Vol(Cr) = ﬂf:fz(x)dx.

Aplicatii

1) Se considera functiile I,:R - R,n € N, fo(x) =1 si I,11(x) = fox fn(t)dt. Sa se calculeze
aria suprafetei plane marginite de graficul functiei I, axa Ox si dreptele x = 0,x = 1.

tzlxzx_2
0= 5

o Avem(x) = [} fi(t)dt = [ tdt =

2

A = aria (I}) = folxz—zdx =%-?|(1,
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2) Se considerda f,F:R - R, f(x) =xe*, F(x) =(x—1)e*.
a) Verificati cd F este o primitiva a functiei f.

b) Calculati aria suprafetei plane determinate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele
x=0x=1.

a) F este o primitiva a lui f daca este derivabilasi F' = f.
Avem F'(x) = e* + (x — 1)e* = x e* = f(x), deci F este primitiva lui f.

b) Cum pentru x € [0, 1], f(x) = 0, aria ceruta este

c/l=jf(x)dx=fxexdx=F(1)—F(0)=O+1=1.
0 0

3) Se considera f:[2,0) = R, f(x) = §+ x—il Sa se determine a > 2 astfel incat aria suprafetei
plane marginite de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 2 si x = a sa fie In 3.

e Avem fzaf(x)dx =1In3.

Rezultd fza G + ﬁ) dx =1n3,

adica (In3 + In(x — 1))|$ =1In3

sau ln@ =1n3,

deundea’ —a—6=0

cusolutillea = -2 sia = 3.

Cum a > 2, convine a = 3.
4) Fie f,F:(0,00) > R, f(x) = 1 —i siF(x) =x —Inx.
a) Aratati ca F este o primitiva a functiei f.

b) Determinati aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei F, axa Ox si dreptele x = 1 si
X =e.

e Cum F(x) = x — Inx este derivabila si
F'=1-==f(x),

rezultd ca F este o primitiva a functiei f.
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b)A = [((x —Inx)dx = £|e — [“Inxdx
T PR 1 :
Integrand prin parti rezulta ca

J{nxdx =xInx|{— [ dx =e—x|{ =1j5i

5) Fie f:R > R, f(x) =e*+x?+ 2x. Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de

graficul functiei h: [0,1] - R, h(x) = % axa Ox si dreptele x = 0, x = 1.
e Avemh(x) =
A= [ —dx=In(e*+ DIy =In(e +1) —In2 = In .

6) Se considera f:[0,1] = R, f(x) = Vx + 2. Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse
intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0 i x = 1.

e Evident f(x) > 0si

A = [iNTF 2dx = [ e+ 2)edx = 2 (x + 2215 = £ (3V3 - 2V2).

7) Calculati aria suprafetei plane cuprinse intre, graficul functiei
f:[0,1] » R, f(x) = e*(2x? — 2x + 1), axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0, x = 1.

e Cum2x?—-2x+1=x*+(x—-1)?%>0,
rezultd f(x) > 0 si
A= f e*(2x? — 2x + 1)dx.
Integram prin parti si avem
= e*(2x% — 2x + 1|3

fx(4x—2)dx—e—1— e*(4x — 2)|} — fxdx‘
0
=e—1—(2e+2—-4e*)|}=e—1—-2e—2+4e—4=3e—7.

8) Se considera f:[0,1] = R, f(x) = —. Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 0 x =1
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1 x3 1x3+1-1
o AvemA = [[—dx = [ dx.

x+1

Cumx3+1=(x+ 1)(x? — x + 1) rezultd
1

1 3 x? .5
c/l=] x2 —X+1—? dx = ?—?+X—IH(X+1) |0=g—ln2.
0

9) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
f[oil] —>R,f(X) =1-x.

e AvemV((;) = nfolfz(x)dx = nfol(l —x)%dx = nf01(1 —2x + x¥)dx =

3

5 X7\ 1 s
=m|x—x +? |0=n(1—1+§>=§.

10) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
g:[0,1] » R, g(x) = 37%,

¢ V(G) =)} 3 = 5

. 3—2x 1 _
21n3 lo

(3o = (1-1) =2

2In3 2In3 9In3’

11) Se considerda f:R = R, f(x) = x + e™*. Determinati volumul obtinut prin rotatia, in jurul
axei Ox, a graficului functiei g: [0,1] - R, g(x) = f(x) + f(—x).

o Avernf(x)+f( xX)=x+e" x—x+ex—e +e*si

v(c) = ﬂff (x)dx = ﬂf(ezx +e ¥ +2)dx = n<ezx e + 2x> o =

2 2
N S WS _M
_ﬂ(z 2e2+2 2 2)_ 2e2 :

12) Fie f:(0,00) >R, f(x) =x —%. Daca g,h:[1,e] > R, g(x) = f(x) si h(x)= f(%),
aratati ca volumele corpurilor obtinute prin rotatia in jurul axei Ox a graficelor functiilor g si h
sunt egale.

o V(C))=m [ f2x)dx =7 [ (x —D)dxsi
V(Cw) = [ f2(3)dx = [{C - x)2dx.

Cum (x — %)2 = (i —x)?=x%+ xiz — 2, cele doud volume sunt egale.
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13) Daca f:[0,1] - R, f(x) = xV2 — x?, aflati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul
axei Ox, a graficului functiei f.

e V(¢p) = nfolxz(z —x¥)dx = n(%——) 15 = n(é—%) = Z—z

14) Fie f:[0,1] = R, f(x) = e*’. Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei
Ox, a graficului functiei g: [0,1] = R, g(x) = xf (x).
e V(C,) = nfolgz(x)dx = nf 2f (x)dx = nf x2e2 dx = f 6x2e2’dx =

—ge |0——(e -1).

3
15) Se considera functia f:[0,1] = R, f(x) = ﬁ Folosind faptul cd 1 < (x + 1)? < 4 pentru
orice x € [0, 1], sd se arate ca volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului

. . o .. T T
functiei f este un numar din intervalul [g, ;].

%6

e Avem V(Cf) = ﬂf fAdx =m ( 1)?

Din1 < (x + 1)? < 4 rezulta

1

1

2= 1) < 1, adica

x© < 6

7 S @z S < x° si integrand pe [0, 1] obtinem

flx—6dx < flx—adx < folxsdx si deci

0 (x+1)2
folx;dx <V(¢) <[ x°dx sau
T x7 1 x7 1
TS V() <16,
. T s
deci - < v(cy) < .

16) Se considera functia f: (0,0) = R, f(x) = - + m.

a) Calculati aria suprafetei determinate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 1,
x=2.

b) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului g: [1,2] - R,

g(x) = f(x).
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e yA=[(3+-)dr=[nx+ln@+D] = F=In3-In2=ni

e bV(C)= nflzgz(x)dx = nfl ( +—)2 dx =

[1 2

2+’ (x+1)2]dx_

2
= [ 2 () G -
) a2 x x+1/) (x+1)2 x=
1

:n[—%+2(lnx—ln(x+ 1) -

1 ]2_
x+1 i =

1 1 1
=7 §+2(ln2—ln3)—§+1—2(1n1—1n2)+§] =

=T[(2]1’1 +2In2 + ) (§+21n§).
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